X. Vektorové prostory

§1. Vektorovy prostor vazanvch vektoru

Pozn.: V tomto paragrafu ukdZeme vSechny podstatné vlastnosti vektorti na jednom z jejich
moznych modelt — na mnozin¢ orientovanych tsecek s pevnym pocate¢nim bodem a
zformulujeme definici vektorového prostoru. V dalSich paragrafech pak ukdzeme jiné
modely vektorovych prostorti.

Def.: Necht PUE; je libovolny pevny bod, ke kazdému bodu XU E; ptifadime orientovanou
useCku PX (P je poc¢atecni bod, X je koncovy bod této usecky).
Mnozinu vSech téchto tsecek oznacime U (resp. Uz) a nazveme mnozinou vsech
orientovanych usecek s pocate¢nim bodem P (nebo mnoZzinou vSech vazanych vektord
s po¢ate¢nim bodem P).

Pozn.: Je-li X=P, jde o usecku ﬁ;, u niZ pocatecni a koncovy bod splyvaji.

Def.: a)Necht P, X, O, YUE 3 jsou 4 kolinearni body, fekneme, Ze body P, X, Q, Y tvori

vrcholy degenerovaného rovnobézniku, jestlize stied tiseCky PQ se rovna stfedu
usecky XY.

P Y S X 0

b) Necht' P, X, O, YDE3 jsou 4 libovolné body, fekneme, zZe body P, X, Q, Y tvoii
vrcholy zobecnéného rovnobézniku, jestlize stied useCky PQ se rovna stfedu tdsecky
XY.

X 0

P Y

Def.: Na mnoZiné U vSech orientovanych dsecek s pevnym pocateCnim bodem PUE;

definujeme operaci s¢itani takto: Dﬁ,ﬁ du: PX+PY = ITQ , je-1i bod QUE;
vrcholem zobecnéného rovnobézniku PXQY.

Pozn.: Je tedy s¢itani orientovanych tsecek operace na mnoziné U, tzn. zobrazeni
O:p*xv-vu.
Operace s¢itani na mnoZiné U ma nésledujici vlastnosti:
1. OPX,PYOU : PX + PY = PY + PX (K-komutativnost)
2. Dﬁ, ﬁ,ﬁ ap: (B& + ﬁ) + ITj = B& + (ﬁ + ﬁ) (A-asociativnost)



_— — —

3. CPPOU:0OPXOU: PX+PP=PP+PX =PX (N-existence neutrdlniho
prvku)

4. OPXOU:0PYO U:PX+PY =PY+PX = PP (I-existence inverzniho
prvku ke kazdému prvku)

Pozn.: Vyhovuje-li mnoZina U uzavienosti a v§em 4 axiomtim z predchozi véty, nazyva se

Def.:

mnoZina U vzhledem k operaci ) komutativni (abelovskou) grupou a zna&ime ji (U+)
(grupa je tedy struktura s 1 operaci, kterd spliiuje 4 podminky — uzavienost a
podminky 2.-4.).

Pokud je splnéna pouze uzavienost, mluvime o grupoidu (U+).

Na mnozin& U viech orientovanych tisetek s pevnym po&teénim bodem PUE;
definujeme operaci ndsobeni orientovanych usecek redlnym Cislem (tzv. vnéjsi

nasobeni na mnoZiné U) takto: je-li pLUR a px Uy, pak p-nasobkem orientované

useCky PX nazveme orientovanou dsecku PY (zapisujeme PY =P PX ), pficemz
plati:

1. p=0=>Y=P

2. PE0=>Y=H, (X)

Pozn.: Vn&jsi nasobeni orientovanych tiseéek [ tedy je zobrazeni RXU ~ U.

Def.:

Vnéjsi ndsobeni na mnoZzin€ U ma nasledujici vlastnosti:
Op.qOR ,0PX,PY OU:

1. pPX+PY)= p[PX + p[PY

2. (p+q)PX = p[PX +q[PX

3. (p [PX = pg [PX)

4.1[PX = PX

§2. Definice vektorového prostoru

Necht' V je mnoZina, jejiZ prvky oznacime napf. ;, ;, Necht’ je na mnoZin¢ V
definovana operace s¢itani ( D;,\: OV :u+vO V) a vn¢j8i ndsobeni redlnym Cislem
(UpUgR Ou0V : p [ O V). Pak tuto mnoZinu nazveme vektorovym prostorem (nad
mnozinou R) a jeji prvky vektory, jestliZe plati:
Op.qOR ,u,v,wOV:

Lutv=v+u

2. (Hv)tw=u+(v+w)

3. OV,0u0V:u+o=0+u=u

4 0u0OV:O-0)OV:u+(-u) = (-u) +u =0




Pozn.:

Pozn.:

5. plu+v)=ph+pH
6. (p+u=pli+qlu
7. (p ) W = plq )
8. 1k =u

Vektor o z 3. nazyvame nulovym vektorem, vektor (—u) ze 4. nazyvame vektorem

opacnym k vektoru u .

Necht V je vektorovy prostor, pak plati:
a) Do UV, kde 0 je nulovy vektor
b) Ou 0OV : O(-w) OV
¢) DuOV: 00k =0
d) DOV 2 (=1 i = (-u)
e) pOR: plb=0
f) UpUR ,D;DV:pD_;:g - p=0D;=5

Necht’ U je mnozina viech orientovanych tdsedek s pevnym po&ate¢nim bodem PUE3,
pak podle vysledku §1 je tato mnozina vektorovym prostorem, ktery nazveme
vektorovy prostor vazanych vektorti v prostoru a budeme jej oznacovat Us, jeho prvky
nazveme vazanymi vektory.

Provedeme-li analogickou konstrukci v E», ziskdme vektorovy prostor vazanych
vektorti v rovin€ U,. Analogicky na pfimce ziskame prostor U;.

Na mnoziné R?={[x,y], xR, yUR } viech uspotadanych dvojic R &isel definujeme
operaci s¢itani a vnéjsi nasobeni takto:

DMT = [xl’yl]’ ’/71 OR?, DLTz = [xz’yz], LTz OR? = ’/71 O I’Tz - [xl tx,nt )’2] UR?;

OpOR: pli, =[p 0y, p 3| OR?
Dokazte, zZe takto definovana struktura je vektorovym prostorem.

Analogicky miiZzeme dokéazat, Ze mnoZina vSech uspotfadanych n-tic realnych cisel
R™= {(xl 2 Xpseen X,), % LR D{sz’ ”}} tvoii vzhledem k analogicky definovanym
operacim s¢itani a vné&jsi ndsobeni

(xl,xz"-"xn) +(y1’y2,-'-, yn) = (xl + yl’xz + y2""’xn + yn)
pUx,x,,...x,)=(plk,plk,,.., plk,)

vektorovy prostor, ktery nazveme vektorovy prostor uspotddanych n-tic redlnych ¢isel
(=aritmeticky vektorovy prostor R™) .




Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.:

Pozn.!:

Def.:

§83. Geometricky model vektorového prostoru

Nyni zobecnime tdvahy z §1 a vytvoifime model vektorového prostoru uZite¢ny
zejména v analytické geometrii.

Necht’ A, B, C, DDE3 jsou body. Rekneme, 7e orientované dsecky ﬁ? a 5) jsou
ekvipolentni, jestlize stied iseCky AD je i stftedem tsecky CB, a zapisujeme ABECD .

Z definice je ziejmé, Ze navzajem ekvipolentni orientované usecky jsou stejné dlouhé,
rovnob&zné a souhlasné orientované, body A, B, C, D tvoti vrcholy zobecnéného
rovnobéZniku.

€ je relace na mnoZin& viech orientovanych tise¢ek, kterd ma vlastnosti popsané
v nasledujici vété:

—_—

OAB,CD, EF O E;5:
1. ABEAB (R)
2. ABECD => CD£AB (S)

_ —_—

3. ABeCD OCD<EF = ABEEF (T)

Relace €, ktera ma vlastnosti R, resp. S, resp. T z pedchozi véty, se nazyva
reflexivni, resp. symetrickd, resp. tranzitivni.
Ma-li n¢jaka relace vSechny 3 uvedené vlastnosti zaroven, nazyva se relace
ekvivalence.
Ke kazdé ekvivalenci existuje rozklad na tzv. tfidy rozkladu.
MnoZina vSech orientovanych dsecek se rozklad4 na tiidy — jisté vyznacné
podmnoziny, pfitom v téze tfid¢ rozkladu lezi vSechny navzijem ekvipolentni usecky.
Tyto tiidy maji nasledujici vlastnosti:

1. jsou po dvou disjunktni

2. sjednoceni vSech téchto tiid vytvaii celou mnoZinu orientovanych dsecek.

Necht’ M je mnoZina viech orientovanych tseéek v E3 a necht' € Um*m je relace
ekvipolence. Pak tifdu rozkladu mnoZiny M, ktery piislusi relaci € , nazveme volnym
vektorem.



Def.: Necht u OM je libovolny volny vektor a ABOu orientovana usecka, tedy

u= {XY : XY&AB|. Pak orientovanou tse¢ku AB nazveme umisténim vektoru u .

Necht’ HR [0M je orientovana tisecka, X [E; libovolny bod, pak QY OE;. E&‘ﬁ .

Def.: Necht’ Vje mnoZina vSech volnych vektort v E3. Pak na mnoZiné V definujeme
operace s¢itani a vnéjsi ndsobeni takto:

1. D;,-\;D V:;+;=Vv,kde VV:{XY:XYEPC},pﬁtom ﬁD;,ﬁéD; a

_— — —

PC = PA + PB je soucet orientovanych tse¢ek PA, PB definovany na mnoZing
U, tzn. bod C je ¢tvrtym vrcholem zobecnéného rovnobézniku PACB.

— — —

7 UpUOpR ,D;DV;pj:},kde Z:{XY:XYePF},pfitom PEQu a

PF = p[PE je vn&jsi soucin orientované usecky PE a ¢isla p definovany na
mnozin€ U, tzn. pomoci stejnolehlosti se stfedem P a koeficientem p.

Def.: Pokud PAUu,nazyvame orientovanou usecku PA téZ reprezentantem vektoru u .

Operace U, O definované na mnoZing V nezaviseji na vybéru reprezentantti.

MnoZina V vSech volnych vektort v E3 s vySe definovanymi operacemi s¢itani vektorti
a vn&js$iho nasobeni tvoii vektorovy prostor nad mnozinou R.

[Dk.: Plyne z toho, Ze operace 0, 0 jsou definovany pomoci operaci na mnoZziné U,
ktera je sama vektorovym prostorem = vSechny podminky 1-8 z definice jsou
splnény.]

Pozn.: Vektorovy prostor V vSech volnych vektorii v E3 nazveme vektorovym prostorem
volnych vektort v prostoru a budeme jej oznacovat V3. Analogicky v roving a na
piimce ziskame vektorové prostory V; a V.




Def.:

Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Def.:

Def.:

Pozn.:

§4. Podprostory vektorového prostoru

Necht' V je vektorovy prostor, U;,U,,....u; LV vektory, Pi>Pas>- Pk UR. Vektor

x=Diy T pyuy Tt pouy = Z DiU4; nazyvame linedrni kombinaci vektorti
i=1

_ — —

Uy, Uy,....u; . Redlna ¢isla Pi»> P2»--» Pr nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Line4rni kombinaci, v niz P1 =P, = =P, =0, tedy x = 0, nazyvame trivialni
linearni kombinaci.

Predchozi definice je korektni, nebot’ je zfejmé, ze x[IV.

PodmnoZinu W vektorového prostoru V nazyvame podprostorem vektorového prostoru
V prave tehdy, kdyz W je vektorovym prostorem vzhledem k operacim s¢itani a vnéjsi
nasobeni definovanym ve V.

Neprazdna podmnoZina W je podprostorem vektorového prostoru V prave tehdy, kdyz
plati: 1. 0w,y OW: u +vOW
2. OpOR, DuOw : pG 0w

Je-1i V vektorovy prostor, pak mé vzdy alespon 2 podprostory: sebe sama a tzv.
trividlni vektorovy podprostor obsahujici jediny nulovy vektor.

Necht' S je podmnozZina vektorového prostoru V. Pak mnoZina <S> vSech linearnich
kombinaci vektori mnoziny S je podprostorem V.

Necht S U V je podmnozina vektorového prostoru V. Podprostor <S> viech
linearnich kombinaci vektorii mnoziny S nazyvame podprostorem generovanym
mnozinou S nebo linedrnim obalem mnoZiny S. MnoZinu § nazyvame systémem
generdtorti (mnoZinou generatortl) podprostoru <S>.

§5. Linearni zavislost a nezavislost

—_— —

Necht S = {ul My ey uk} je kone¢na mnozina vektorti vektorového prostoru V.

Rekneme, Ze mnozina vektoru S je:
a) linearné nezavisla, jestlize platl

—_—

P+ pliy +.tp, T =0 = py=p,=..=p, =0
b) linearné€ zavisla, Jesthze plati:
Tp, #0: py e, + py Gty + % p, Tty =0 (D{12..4D)

Casto stru¢né hovoiime o linedrni zavislosti, resp. nezdvislosti vektord.

a) Obsahuje-li mnozina vektort S (z predch021 definice) 0 pak je linearn¢ zavisla
b) Kdyz S = { } pak S je zavisla = u=o.



Kritérium linearni zavislosti:

Vektory U;,U,,....u; jsou linearné zavislé praveé tehdy, kdyz alesponi 1 z nich Ize
vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich.

Pozn.: Ne kazdy z linearné zavislych vektoru muze byt vyjadien jako hnearm kombinace

- 5> >

ostatmch Zvolme napr a,b,c tak, ze a bj jsou linearné nezavislé a c= 2a pak plati

- - -

0= (-2) L +0+10 = a,b,c jsou linearng zavislé, ale b nelze vyjadfit pomoci

—_ -

a,c.

Pozn.: Necht a,bUV a a,b jsou zavislé = a = k [b, pak v geometrickém modelu jde o
rovnobézné vektory.

$6. Baze a dimenze vektorového prostoru

Def.: Necht (u;,u,,....1t;) je kone€na posloupnost vektorti vektorového prostoru V.
Rekneme, Ze tato posloupnost vektort tvoii bazi vektorového prostoru V, jestlize plati:

—_ — —

1. vektory u;,u,,....u; jsou generatory prostoru V

_ —  —

2. vektory U;,U,,...,u; jsou linearn¢ nezavislé.

Pozn.: a) Kone¢na posloupnost vektori je uspotadanou k-tici téchto vektort, je tedy
podstatné, v jakém potadi jsou vektory zapsany.
b) Nektefi autofi bazi rozumi (neuspotddanou) mnozinu vektori s podminkami 1 a 2
z ptedchozi definice.

Pozn.: a) Baze vektorového prostoru neobsahuje nulovy vektor.

b) Vektorovy prostor V= {0} Zadnou bazi nema.
¢) Ve vys$si matematice se studuji téZ vektorové prostory s nekonecnou bazi.

Necht' (e,,e,,...,¢,) je baze vektorového prostoru V.

Pak ke kazdému vektoru x HV O k-tice R &isel Xi>Xpses X, tak, Ze

—_—

x=x [ +x,[& +..+x, L&

Pozn.: D4 se dokazat, Ze plati:
Ma-li vektorovy prostor V nad mnozinou R néjakou bazi, pak ma téchto bazi
nekonecné mnoho, ov§em vsechny tyto bize obsahuji stejny pocet vektort.

Def.: Necht' (e,e,,...,¢,) je baze vektorového prostoru V. Pak ¢&islo k nazyvame dimenzi

vektorového prostoru V a piSeme dim V =k. Pokud V :{5}:> dim V =0.

Pozn.: Predchozi definice je vzhledem k minulé poznamce korektni, nebot’ v ptipad¢, Ze
vektorovy prostor V ma nékolik bazi, maji vSechny stejny pocet vektort.



Def.:

Pozn.:

Pozn.!:

Def.:

Def.:

§7. Souradnice, soustava souradnic

Necht (e;,¢,,...,¢,) je baze (1) vektorového prostoru V. Necht' x OV je lib. vektor
takovy, Ze X =x, [& +x, (&, +..+x,[¢,  kde X UR, iD{LZ’--w”}. Pak uspofadanou
n-tici (X1>X25---» X, ) nazyvame soutfadnicemi vektoru x v bazi (1) a piSeme

X :( Xy Xgseees Xy )(1) nebo x ( Xy Xgseees Xy )(1).

a) Kazdy vektor ma v dané bazi prave jedny soutadnice (dasledek V.6.1.).

b) Jeden a tyZ vektor ma zpravidla v riznych bézich riizné soutadnice (protiptiklad —
ruzné baze, stejny vektor, stejné soutfadnice)

(proto se oznaceni baze zapisuje k soufadnicim vektoru).

c¢) Pokud neni u soufadnic vektoru oznacena baze, tzn. je-li vektor
x=(X1s X500 X,) R™ 176 &isla X; povaZovat piimo za jeho soufadnice v zdkladni
bazi (e,e,,...,e,), kde ¢, =(1,0....,0), e, =(0,1,0,...,0) ,...,e, =(0,0,...,0,1) .

Necht (e,,¢,,...,¢,) je baze (1) VP V. Necht’ }:(xl,xz,...,xn)(l), ;’:( Yis Yarees Y
jsou dva lib. vektory z Vanecht PUR. Pak x+y=(x; +y,, %, + ¥, X, ¥ ¥,) ) a
pl=(plk,plk,,..p Dcn)(l)

N

Necht’ (e,,¢,,...,¢,) je baze (1) vektorového prostoru V. Definujeme zobrazeni
¢ 'V, @ R™ takto:

(¢ je tedy zobrazeni lib. VP dimenze n do aritmetického VP dim n vSech
uspotradanych n-tic R Cisel)

Ox0OV:? (;c): (X1> X250 X,) kde (Y15 42>+ X,) jsou soufadnice vektoru x v bazi (D).

Toto zobrazeni je bijektivni a navic ma nasledujici 2 vlastnosti:
1.0uv0OV: @ w+v)=2 (u)+? (v)
2.0u0V,0P0OR: @ (ply =P 9 (u)

Zobrazeni ? s vlastnostmi 1.a 2. z piedchozi poznamky nazyvame izomorfni
zobrazeni V, na R™.

Necht’ V;,V, jsou 2 vektorové prostory takové, Ze mezi nimi existuje izomorfni
zobrazeni ¢ -V, E ak fikame, Ze vektorové prostory V;,V; jsou vzajemné
izomorfni a plseme Vi




Pozn.:

Plati V; L V, = dim V,=dim V,

Zatim jsme pracovali se tfemi zakladnimi typy VP:

2 geometrické modely (VP orientovanych dsecek, VP volnych vektort) a 1
aritmeticky prostor R®.

Z ptedchoziho vsak jasné plyne, Ze tyto typy VP, jestlize maji stejnou dim, jsou
vzajemn¢ izomorfni, tedy U; L Vi & , Uy L V, L R? yeen

Tedy pro feSeni piikladl je jedno, s jakym VP dané dimenze pracujeme.

Souradnice bodu

Def.:

Pozn.:

Def.:

Def.:

Necht PHE; je lib. bod. Necht (¢;,€,,¢5) je lib. baze VP volnych vektori V3. Pak

—_— — —

uspofadanou étvefici (P,e;,¢,,¢;) nazyvame afinni soustavou soufadnic v E3, bod P
jeji pocatek.

Jsou-li body X, Y,ZDE 3takové, Ze reprezentant vektoru ﬁ Deﬂl , ﬁ O Z , FZ [l ej ,

—_— — —

pak ptimky PX, PY, PZ nazyvame soutadnymi osami.

Je-li ALE;1ib.bod takovy, ze PA=a, [¢, +a, [, +a, [&; , pak usporddanou trojici
[al Qs a3] nazyvame soufadnicemi bodu A v dané afinni soustavé soutadnic (ASS) a

piSeme A= [al 2y, a3] nebo A [al 2y, 613] .

Vektor PA nazyvame pruvodi¢ (polohovy vektor, radius vektor) bodu A.

Necht' v E; je dana ASS. Necht’ A,BDE 3 jsou body a ;c N V3 je vektor takovy, Ze
ABT ;c . Pak pro soutfadnice A= [al sy, 613] , B= [bl,bz,b3] ,X(x;, x5, x3) plati
x, =b, —a,,i0{1,2,3}

a) Souradnice bodu P jsou P= [0’0’0] .
b) Analogicky se definuji soutadnice bodu a vektorti v E», resp. Ej.

Necht PUE; je bod a (e,,e,,€;) je takova baze V3, Ze plati :
Jsou-li X,Y,ZU E; takové body, Ze PX O e, PY O e,, PZ Ue;, soutadné osy

—_— — —

PX,PY,PZ jsou navzijem Ua |PX| = |PY| = |PZ| =1, bize je ortonormélni, pak

uspoiadanou tvetici (P,e;,e,,e;) nazyvame kartézskou soustavou soufadnic (KSS).

Velikosti vektoru AB = x (resp. ABDO ;c) rozumime délku useCky AB. Zapisujeme

‘x‘ = ‘AB‘ = |AB|. Vektor o velikosti 1 nazyvame jednotkovym vektorem.




Pozn.:

Def.:

Pozn.:

Pozn.!:

Def.:

Pozn.:

Necht' (P,e,,e,,¢e;) je KSS. Necht’ x 0 V; je vektor, x= =(*1>X2,X3), Pak pro velikost

=\/x1 +x2 +x3 .

a) Velikost vektoru nezavisi na jeho umisténi

b) Je'li E|:|}7A[a1’a2’a3]’B[b17b27b3]’ pak ‘}‘ :\/(bl _al)2 +(b2 _az)z +(b3 _a3)2

—

vektoru x plati |X

—

€

—

:62

—

:e3

—_— —

¢) Pro bazové vektory €;,¢€,,e; KSS plati =1

§8. Skalarni soucin

Necht’ u v U (resp o V) jsou 2 vektory v geometrlckem modelu VP. Pak skalarnim

souCinem vektoru U, v nazyvame realné ¢islo oznacené uly (nebo (u v ) a
definované takto:

1. u=olv=o=uld=0
2. uZolvZo=ulb=|u

vektory u,v.

y [dos @, kde ¢ je konvexni thel, ktery sviraji

Pro udhel vektord u,Vv plati:

W

u

a) ¢ je neorientovany
b) Os¢<n pricemz P=0- u 11 v (souhlasné¢ orientované)
P—mreu I 1 v (nesouhlasn¢ orientované).
Skalarni sou¢in je zobrazeni UXU ~ R (V*V ~ R), které m4 nasledujici vlastnosti:

Ou,v,wOU (resp. V), Hp UR:

L uB=v

2. (u+rv)yOyv=ullv+viww

3. (p) B = pluB)

4. uDlt>0 pficemz =0« u=o
Uvedené Ctyfi vlastnosti se v abstraktnich VP pouzivaji k definici skalarniho souc¢inu a
VP s takto definovanym skaldrnim soucinem se nazyva Eukleidovsky VP. Pak se da
ukézat, Zze v geometrickém modelu muze byt skalarni soucin definovan

ul =|u *Etos¢.

Necht' u,v OV jsou vektory. Rekneme, 7e vektory %,V jsou kolmé (ortogonéln),

pravé kdyZ u b =0. Zapisujeme u v (= u3=0).

l.u=olldv=o=ulv



2,;¢;a;¢;:[am;@¢:gj

_ — —

Def.: Rekneme, Ze mnozina (resp. posloupnost, resp. baze) vektora (u;,u,,....u, )

vektorového prostoru V je ortogonalni, pravé kdyz #; Du; pro Ui, j 0{1.2...n}i % j .

Pozn.: a) JestliZze posloupnost vektori ma 1 vektor, je definitoricky ortogonalni.
b) Kazd4 ortogonalni posloupnost nenulovych vektorti je linearné nezavisla.
¢) V kazdém netrividlnim vektorovém prostoru konecné dimenze lze zkonstruovat
ortogondlni bazi — viz nésledujici véta a jeji dikaz.

—_ - —

Necht u;,u,,....u, je lib. konecna posloupnost vektorti vektorového prostoru V, ktera

je systémem generatort, pak ve V existuje ortogonalni posloupnost vektor
€,6,,...,€,  kterd je rovnéz systémem generatord, tzn. plati

—_— — —_— —_— — N

<UL Uy U, >=<€,,8,,...,€, >

[Dk.!: Nazyva se Gramm-Schmidtiv ortogonalizaéni proces:

Matematickou indukeci:

—_  —

e =u
2. Piedpokladame, Ze véta plati pro indexy 1,2,...,r-1<n=

U Uy ey U, >=<€,,€,,...,€

—_—

e, volime tak, aby byl linearni kombinaci predchozich vektora a vektoru

r-1 >
u, e =ple+p,le,+..+p_ L& +u (1)
PoZadujeme, aby ¢, [le, = e, [, =0

e, Ue,=>e [& =0

e, Ue_ =e l&_ =0

Dosazenim do (1) a ndsobenim (1) vektorem e, dostavame:

—_— —

o [& =p (& (o b (o > [ +y (o u, Le
ele, =plele+p,le,le+..+p [ [ t+u l& p =t
— S | — 1
0 0 0 e, L¢,
. — _ u,le
Analogicky nasobenim (1) vektorem e, dostivame P> =~ — —.
e, L&,
ur

Tedy obecné Pi = ~=—= (2)
e L&

i i

—_— —_ — _

Ze vztahii (1) a (2) plyne <u,, i,,...1, >=<e , e,,...,e, >.]

—_— —

Def.: Rekneme, Ze mnozina (resp. posloupnost, resp. baze) vektora (u;,u,,....u, )

—

vektorového prostoru V je ortonormalni, pravé kdyz je ortogonalni a ‘M,‘ =1
pro i D{I,Q,..., n} .




Pozn.:

Pozn.:

Pozn.:

Def.:

—_— —

a) Necht (¢é;,e,,...,e, ) je ortonormalni baze, pak plati: ¢; [&, =1, ¢, [&, =0
pro Ui, jO{1.2,...n} i # ]

b) V kazdém netrivialnim vektorovém prostoru konecné dimenze lze zkonstruovat i

ortonormélni bazi, nebot’ z kazdého nenulového vektoru u, jestlize neni jednotkovy,

<

Ize vydélenim tohoto vektoru jeho velikosti dostat jednotkovy vektor, tedy W
Necht' u = (u;,u,,....,u,)a v=(v,v,,....V,) jsou vektory vektorového prostoru V dany
soufadnicemi v ortonormalni bazi, pak plati:

- n

ulb=u O +u, 3, +...+u, ¥, =Zui b,

i=1

Vztahem u b =u, b +u, O, +...+u, b, se definuje skalarni sou¢in v aritmetickém
vektorovém prostoru.

Schwarzova-Cauchyova-Bunakovského nerovnost:
b

Ou,vOV: ‘u K
ProtoZe v aritmetickém vektorovém prostoru miZzeme urcit skaldrni sou¢in podle
V.8.2., uziva se definicni vztah skalarniho souc¢inu pro urceni dhlu sevieného dvéma

- -

pficemz rovnost nastane < ua v jsou linearn¢ zavislé

u¢0v¢0 cos@ = D¢D<OIT>

vektory: Ou,vOV,

§9. Vektorovy soucin

Necht’ u v JSOU. dva vektory vektorového prostoru V3. Pak vektorovym soucinem

vektort u v (v tomto pofadi) nazyvame vektor w oznaCeny w =u X v a definovany
takto:

—_ - -

1. u,v jsoulinearné zavislé = uxv=o0

2. u,v jsou linearné nezavislé =

Q) v=ls
b) wlOuOwOv

c) Uspotadana trojice u,v,w je kladné orientovana (tyto vektory
vytvareji pravotoCivou bazi); kladnou orientaci ur¢ime pomoci

Bing kde ¢ je konvexni uhel, ktery sviraji vektory

- > —

pravidla pravé ruky, poloZime-li pravou ruku tak aby vektory u v
vstupovaly do dlané smerem k prstim od uk v vztyCeny palec

ukazuje smér vektoru w.



Pozn.: Vektorovy souéin je zobrazeni x:V*V = V, které ma nasledujici vlastnosti:

Pozn.:

Pozn.:

Ou, v, wOV;, Op OR:
1. uxv=—(vxu)
2. AV Xw=uxwHvxwOux(v+w) =uxv+uxw
3. (pTxv=pluxv) =ux(pl)
Vektorovy soucin je distributivni, ale neni komutativni ani asociativni.

Necht' u = (u;,u,,u3)a v=(v,v,,v;) jsou vektory vektorového prostoru V3 dany
soufadnicemi v ortonormalni kladné orientované bazi, pak pro soutradnice vektoru
w=uXvy plati:

.

a) Vektorovy soucin se vyuziva pro ur¢eni obsahu rovnobézniku, resp. trojihelniku:

U, Ul | U4y U, Uy Vol iy Vs |Uy VY

9 9 9 2

Vo ViV V| |[Vi W, Uy  vip Uy V||, vV,

. L 11~ -
Necht u = AB, v = AC, potom plati: Smgczzq}‘xv

. Saspc :‘”xv

(bod D je

obrazem bodu A ve sttedové soumérnosti se stfedem stfedem dsecky BC)

b) Analogicky pro V rovnobéZnosténu ABCDEFGH uréeného bazovymi vektory:
Necht u=AB, v=AC, w= AE, potom plati: V :‘(MXV)W,

- - —

a) (u*v)Dv se nazyva smiSeny soudin vektort u,Vv,w.

u v,ow

. e = e = (wXu)D:uz v, W,
Plati: (uxv)v=(vxw) k=

Uy v W

e e

—_ - —

vné&isi soucin vektoru u,v,w

- - —

(( b) Dile existuje dvojny soucin vektord ,v, w: (X v)X w=(u 0v) B = (v Ow) [

)




